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Аннотация
Приводится новый способ разработки математической модели динамики фак-
торов, формирующих рассматриваемое социальное, политическое, экономи-
ческое экологическое или иное пространство жизнедеятельности общества, 
в зависимости от локальных изменений параметров, влияющих на эти фак-
торы. Особенностью предлагаемого подхода является использование матри-
цы включенных в изучение маржинальных величин, составляющих матрицу 
Якоби отмеченных факторов. В явном виде получена зависимость факто-
ров, описывающих социально-экономическую систему, от параметров мо-
дели. При определенных условиях описываемые зависимости оказываются 
имеющими вид отображений, близких к растяжениям. Предложена генера-
лизованная оценка указанных трансформаций, учет которой важен для пре-
дупреждения кризисных явлений. Модель предназначена к использованию 
в информационных, прогнозных и управленческих целях при наличии до-
статочной степени цифровизации общественных структур, без которой про-
блематичны получение и передача данных для построения модели и выпол-
нение связанных с ней расчетов.
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Abstract
A new way of  developing a mathematical model of  the dynamics of  the factors form-
ing the considered social, political, economic, ecological or other space of  life activity 
of  society, depending on local changes in parameters affecting these factors, is present-
ed. A feature of  the proposed approach is the use of  a matrix of  marginal values in-
cluded in the study that make up the Jacobi matrix of  noted factors. The dependence 
of  the factors describing the socio-economic system on the parameters of  the model 
is obtained in explicit form. Under certain conditions, the described relations have the 
form of  mappings close to extension. A generalized assessment of  these transforma-
tions is proposed. Accounting for this assessment is important for preventing crisis phe-
nomena. The model is intended to be used for informational, forecasting, management 
and governance purposes in the presence of  a sufficient digitalization’s degree of  pub-
lic structures, without which it is problematic to receive and transmit data for building 
the model, and perform related calculations.
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ВВЕДЕНИЕ
Внедрение цифровых технологий информационного характера, мониторинга, администрирования 

на государственном, региональном, муниципальном и прочих уровнях само по себе способствует по-
вышению эффективности взаимодействия населения, бизнеса, различных общественных организаций 
и властей, увеличению скорости и качества предоставляемых физическим и юридическим лицам госу-
дарственных услуг, упрощению принятия управленческих решений и улучшению их качества.

Цифровизация не ограничивается лишь вопросами передачи информации и электронным докумен-
тооборотом. Поэтому для обеспечения ее прочих функций важно формирование не только профиль-
ных баз знаний и данных, содержательных, регулярно актуализируемых, транспарентных, контроли-
руемых гражданами и независимыми общественными структурами. Также довольно важна разработка 
математических моделей функционирования социальной, политической, экономической, экологической 
сред, в которых протекает жизнь общества. Создаваемые модели, обращающиеся к различным базам 
© Egorov V.V., 2022.  
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данных, включая статистические данные государственной и иной статистики, можно объединять в спе-
циализированные реестры, доступные через сеть «Интернет». Их использование помогает лучше ори-
ентироваться в существенно непростом окружающем мире. Результаты прогнозирования посредством 
модели позволяют делать выбор дальнейших действий более адекватным ситуации, а выбор способа 
управления – в большей степени влекущим требуемые последствия и, как следствие, более предсказуе-
мое и устойчивое состояние системы. В противном случае, как обосновано в работах лауреата Нобе-
левской премии по экономике 2002 г. Д. Канемана [1], в сложных условиях неопределенности человек 
зачастую принимает решения иррационально, а не руководствуясь понятием выгоды или существенно 
осмысленными рассуждениями, как считалось ранее.

Целью настоящей работы было построение такого образа социально-экономической реальности, ко-
торый демонстрирует динамику изменения текущего состояния в зависимости от локальных изменений 
значимых параметров. Кроме того, исходя из знания отмеченной динамики, было желательно получить 
в явном виде зависимость факторов, описывающих социально-экономическую систему, от параметров, 
влияющих на нее. Поясним, что речь идет о разработке не оптимизационной, а описательной моде-
ли. Оптимизационная модель возникает, когда задается хотя бы одна целевая функция. Использование 
маржинальных (предельных) величин типично для современных экономической науки и менеджмента, 
однако нами была поставлена задача использовать в процессе моделирования относительно новые ре-
зультаты математических исследований анализа отображений специального вида, начало систематиче-
ского изучения которых относится к середине 1960-х гг. [2; 3].

МЕТОДОЛОГИЯ
В отношении проблемы моделирования сложных систем окружающего мира Р. Беллман отмечал:  

«…the Scientist, like the Pilgrim, must end a straight and narrow path between the Pitfalls of  Oversimplification 
and the Morass of  Overcomplication» (рус. «Ученый, подобно пилигриму, должен идти прямой и узкой 
тропой между западнями переупрощения и болотом переусложнения») [4, с. X].

Для реализации приведенного напутствия предлагается подход к моделированию социально-эконо-
мического пространства, состояния в котором описываются с точки зрения исследователя двумя значи-
мыми численно представленными факторами F1 и F2, зависящими от также численно представленных 
компонент x1 и x2. Используемый подход представляет собой локальную линеаризацию, вообще гово-
ря, нелинейных структур. Существуют различные математико-статистические, эконометрические методы, 
позволяющие на основе наблюдений в аналитическом виде строить приближенные зависимости вида:

 1 2( , ), 1, 2.i iF F x x i= =                                                                 (1)

Но мы будем рассматривать ситуации, когда наблюдения позволяют описать функциональные 
зависимости ϕij(x

1, x2) скоростей изменения факторов F1 и F2, а значит, социально-экономических 
позиций (положений), от локальных изменений их аргументов:

 1 2( ) ( ) ( , ) , 1, 2, 1, 2,j j
i i i j

ij ij x x
x F F x F x x x i jϕ ϕ= = = = ∂ ∂ = =                         (2)

где  1 2( , )i jF x x x∂ ∂ – частная производная первого порядка изначально неизвестной функции Fi по 
переменной xj в точке x = (x1, x2) ∈ R2.

При этом будем исходить из допущения достаточной гладкости (непрерывной дифференцируемо-
сти) функций, используемых для аппроксимации. Указанное допущение можно принять при эволюци-
онном развитии общества, при его функционировании в отсутствие каких-либо кризисов.

Пусть особенности моделируемой социально-экономической ситуации позволяют считать, что рас-
сматриваемые факторы в некотором смысле «сонаправлены» или однотипно меняются при изменении 
своих аргументов, то есть при изменении аргумента xj локально наблюдаются такими, что скорости 
их изменений локально пропорциональны:

 
1 1 2 2
1 2 1 2

11 12( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
x x x x

F x k x F x F x k x F x= =                                                  (3)
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где коэффициенты пропорциональности k11(x) и k12(x) из R1 зависят от состояния x = (x1, x2). Как для 
функций Fj(x), так же и для функций k11(x) и k12(x) будем полагать, что при типичном функционирова-
нии общества они изменяются достаточно гладко в непрерывнодифференцируемом смысле.

Описанный подход позволяет проводить исследования, используя методы математического анали-
за, систем дифференциальных уравнений с частными производными и отображений с ограниченным 
искажением [5]. Изначально работы по этой тематике имели естественно-научные приложения. Однако 
есть основания, отмеченные в исследовании, использовать эти работы также при изучении обществен-
ных явлений и процессов. При этом важно определиться с границами их применимости, что, в частно-
сти, обуславливает выбор функциональных пространств при моделировании.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Можно заметить, что описанные зависимости скоростей изменения факторов представляются пере-

определенной системой дифференциальных уравнений с частными производными первого порядка:

 ( )( ) ( ),
2

trF xF x M x
′

′ =                                                                 (4)

где M(x) = (mij(x))i,j=1,2 – заданная матрица,  , 1,2( ) ( ( ))j
i

i jx
F x F x =′ = – матрица Якоби, trF’(x) – след матри-

цы Якоби. Действительно, поэлементная запись данной системы и несложные преобразования влекут, 
в частности, равенства:

 
2 2

1 212 11

11

( ) ( )( ) 1 ( ),
2 2 ( )x x

m x m xF x F x
m x

 
= + − 

                                                           (5)

 
1 1
2 121 22

22

( ) ( )( ) 1 ( ),
2 2 ( )x x

m x m xF x F x
m x

 
= + − 

                                                          (6)

которые после переобозначений дают соответствующие пропорциональные зависимости. Помимо них 
из системы также получаем:

 
1 2 2 1
1 2 2 111 22

11 22

( ) ( )( ) ( ), ( ) ( ),
2 ( ) 2 ( )x x x x

m x m xF x F x F x F x
m x m x

= =
− −

                                             (7)

откуда с необходимостью следует: m11(x)m22(x) = (2 – m11(x))(2 – m22(x)).
Заметим, что если наблюдения, на основе которых строится социально-экономическая модель 

в виде рассматриваемой системы, демонстрируют несущественную зависимость между скоростями 
1
1 ( )
x

F x  
и изменения факторов, то в этом случае m11(x) и m22(x) следует выбирать в некотором смысле близкими 
или  

2
2 ( )

x
F x равными нулю. В противном случае имеет место пропорциональность таких скоростей, смысл 

которой состоит в том, что степень влияния компоненты x1 на фактор F1 примерно такая, как степень 
влияния компоненты x2 на фактор F2 с точностью до некоторого коэффициента пропорциональности, 
зависящего от состояния x = (x1, x2), что снова можно интерпретировать как случай социально-
экономических преобразований без катаклизмов.

Доказанные в [6] теоремы о необходимых и достаточных условиях интегрируемости полученной 
системы указывают на наличие более тесных взаимосвязей между элементами матрицы M(x). А именно:

Теорема 1. Пусть D – область в Rn (n ≥ 2) и F: D → Rn – отображение класса C3(D) такое, что всюду в D 
detF’(x) ≠ 0 и trF’(x) ≠ 0. И пусть также задана матрица M(x) = F’(x)/(trF’(x)/n). Тогда справедливо равенство:

 ( )ln ( ( )),trF xd M x
n
′

= Λ                                                                        (8)

где 
 

1

1 ( 1)( ( )) ( ),
det ( ) 1

in
i i

n
i

M x M d x
M x n=

−
Λ = ∧∗ ∆

−∑
 

1
( ) ( ) ,

n
i j

ij
j

M x m x dx
=

=∑  ̂– символ внешнего произведения дифференциальных 

форм, *n – оператор Ходжа (  1( ) ( )n
n c x dx dx c x∗ ∧ ∧ = ),  1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).i i i nx M x M x M x M x− +∆ = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ 

Теорема 2. Пусть D – односвязная область в Rn. Тогда, если матрица M(x)n×n ∈ C2(D) с detM(x) ≠ 0 
и trM(x) = n, x ∈ D, такова, что при n ≥ 3 выполнены соотношения dMi(x) = Mi(x)∧Λ(M(x)), i = 1,…,n, 
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а при n = 2 еще и соотношение dΛ(M(x)) = 0, то существует, и притом единственное, отображение F: 
D → Rn класса C3(D), удовлетворяющее системе F’(x) = (trF’(x)/n)M(x) и условиям нормировки: F(a) = 
A, trF’(x)/n = r, где a ∈ D, A ∈ Rn, r ∈ R1 – фиксированные точки и значение. При этом отображение 
F(x) выражается формулой:

 ( )( ) ( ) exp ( ( )) , 1, , .
x yi i i

a a
F x A r M y M z i n= + Λ =∫ ∫ 

                                     (9)

Если требуется, то для упрощения восприятия полученную модель можно переписать как матрич-
ное равенство:

 
1 2 2 2

1 2 1 1

1 1 2 2
11 12

2 2 1 1
21 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x

x x x x

F x F x a x F x a x F x
F x F x a x F x a x F x
   

=   
      

                                        (10)

а сами зависимости факторов от их компонент восстанавливаются как указано в теореме 2.

ДИСКУССИЯ
Совершенно очевидно наличие недостаточной адекватности при описании реальности у простых 

моделей сложных явлений, процессов и систем, к которым, несомненно, относятся социальные, эко-
номические, политические, экологические. Прогностические функции таких моделей, как правило, 
не вполне оправдывают ожидания, а основанные на полученных прогнозах управленческие решения 
могут приводить к нежелательным последствиям. Ошибочно всегда решать сложные проблемы простыми 
методами, изучать которые можно и нужно в первую очередь в пропедевтических целях, а также для 
упрощения расчетов в некоторых случаях аппроксимации поведения моделируемых конструкций. 
В настоящей работе был предложен компромиссный подход к моделированию с использованием идеи 
локальной линеаризации скоростей изменения изучаемых факторов.

Заметим, что в рассмотренной модели социально-экономических позиций отображения оказываются 
близкими к растяжению (сжатию) в случае, когда матрица M(x) близка к единичной. Такого типа ситуа-
ции в жизнедеятельности общественных, политических, экономических, экологических и прочих струк-
тур имеют место в отсутствие резких изменений, изломов, разрывов в привычном ходе дел.

В общем случае близость матрицы M(x) = M(x)n×n к единичной можно оценивать поточечно, то есть 
для каждого x, или интегрально посредством числа обусловленности cM(x) = cond(M(x)), основанного 
на матричной норме, подчиненной какой-либо векторной норме [7]:

 

01

0

( )
sup

( ) ( ( )) ( ) ( ) 1.
( )

inf

y

M

y

M x y
y

c x cond M x M x M x
M x y

y

≠−

≠

= = ⋅ = ≥                                           (11)

При фиксированном x доказано, что чем ближе cM(x) к единице, тем ближе фиксированная матрица 
M(x) к некоторой перестановочной матрице P и потому, возможно, к единичной матрице I. Тогда, если 
значение cM(x) оказалось близко к единице, то дополнительно можно рассмотреть произведение величины 
cM(x)/n на сумму всех диагональных элементов M(x), которое будет ближе к единице в случае близости M(x) 
к I. А интеграл от указанного произведения по области рассмотрения состояний x в сравнении с мерой 
этой области (площадью при x ∈ R2) даст локальный критерий близости переменной матрицы M(x) к I.

В случае использования евклидовой нормы матрицы при определении числа обусловленности ма-
трицы, данное число имеет геометрический смысл, демонстрирующий, насколько неравномерно прео-
бразование M(x) растягивает пространство скоростей изменения факторов по своим главным направле-
ниям. Также о степени растяжения вдоль главных направлений говорят собственные числа отображения 
в точке x. Дополнительные специализированные исследования в изучаемой социально-экономической 
системе должны формировать интервально задаваемые условия, при возникновении которых описанные 
изменения состояния x ведут к кризисным ситуациям, чье предупреждение следует относить к функци-
ям управления. Математическое моделирование, численные методы расчетов [7] и цифровизация про-
цессов управления способны помочь в выработке обоснованных решений, связанных с проблематикой.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Учет всех особенностей подлежащей мониторингу, исследованию и управлению социально-эконо-

мической системы, значений и характеристик ее значимых факторов зачастую невозможен из-за объ-
ективной сложности ситуации, по техническим или организационным причинам, из-за дороговизны 
финансовых затрат на обследование. Поэтому следует использовать статистический метод выборочно-
го наблюдения за рассматриваемой системой [8], отвечающий требованиям репрезентативности, обес-
печивающий случайный отбор данных. Теоретические основы корректности и оправданности приме-
нения указанного метода обоснованы в теоремах устойчивости Чебышева и Ляпунова [9].

Установленные таким образом сведения позволяют провести математическое социально-экономиче-
ское моделирование в виде системы дифференциальных уравнений с частными производными первого 
порядка в пространстве с достаточно гладкими функциями. Полученная модель описывает изменение 
скоростей некоторых факторов, значимых с точки зрения исследователя или заказчика моделирования, 
в зависимости от изменения влияющих на эти факторы параметров. При этом специально не оговари-
вается, включается или нет в эту модель параметр времени, – все зависит от конкретных особенностей 
ситуации. Кроме того, для большей наглядности, описанная модель содержала два фактора, но связан-
ные с ней утверждения и обозначения приводились для случая произвольной размерности, предостав-
ляя возможности дальнейших обобщений.

Прочие обобщения построенной модели могут быть связаны, например, с ослаблением требований глад-
кости, с использованием отображений Липшица [10] или с привлечением отображений из функциональных 
пространств Соболева [5; 11]. Кроме того, изменения скоростей включенных в модель факторов локально 
можно описывать не только в терминах растяжений или сжатий. Также возможны и иные локальные траек-
тории изменений скоростей факторов, но выявление таких ситуаций – предмет отдельного исследования.

Расчеты на основе моделей полученного типа при возможно большем переходе к цифровизации 
процессов управления позволяют оперативно реагировать на возникновение проблем, чтобы своевре-
менно исключить их негативные последствия, которые могут проявляться в снижении уровня жизни, 
безопасности населения, в возникновении социальных волнений. И наоборот, используя построен-
ную модель, меняя ее параметры вручную (например, в целях экспериментирования или в соответст-
вии с предполагаемыми корректировками федерального или местного законодательства) или задейст-
вуя имитационный подход [12], можно искать или проверять, в каком случае социально-экономическая 
ситуация будет улучшаться. Для этого необходимо дополнительное задание и учет одного или несколь-
ких оптимизационных критериев. Тогда принятие решений осуществляется на основе классических 
подходов [13] или с использованием нечетких условий [14].
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